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Über die orthogonalen Funktionen. IX 
(Absolute Siimmation) 
Von KÁROLY TANDORI in Szeged 
Herrn Professor László Rédei zum 60. Geburtstag 
Das «-te (C, 1)-Mittel der Orthogonalreihe 
a) 
(1) 2 a,;<p,c(x) k=0 
sei mit (J«(x) bezeichnet. Wir sagen, daß (1) an der Stelle x |C, l |-summier-
bar ist, wenn 
CO 
(2) VI (Ju+i(x)—Mx) I < 00 
«=0 
gilt. Wir setzen zur Abkürzung 
K = (4'M-i + • • • + 4»+i)1/2 (m = 0 , 1 , . . . ) . 
Es wird der folgende Satz bewiesen: 
S a t z . Die Bedingung 
OD 
(3) y A m < o o 
m—O 
ist notwendig und hinreichend dafür, daß die Orthogonalreihe (1) für jedes 
orthonormierte Funktionensystem {q>k(x)} im Grundintervall [A, b\ fast überall 
IC, 11-summierbar ist. 
Früher hat G . ALEXITS1) bewiesen, daß im Falle alc = 0(qle), wo {q„} 
eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge mit der Eigenschaft 
00 
2qick 2 <00 
' ) G. ALEXITS, Ein Summationssatz für Ortliogonalreihen, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 
7 ( 1 9 5 6 ) , 5 — 9 . 
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bedeutet, die Orthogonalreihe (1) für jedes orthonormierte Funktionensystem 
{(Pk(x)} in [a, b] fast überall (C, l )-summierbar ist. 
In einem Brief hat mich Herr G . ALEXITS darauf aufmerksam gemacht, 
daß aus den Bedingungen seines Satzes auch (2) in [a, b] fast überall folgt. 
Da für eine positive, monoton nichtwachsende Folge {«,,} die Beziehungen 
(3) und ~ 
CO _ 
£akk 2 /f=i 
gleichwertig sind, ist unser Satz offensichtlich eine Verallgemeinerung des 
Satzes von G . ALEXITS. 
B e w e i s d e s S a t z e s . Hinlänglichkeit. Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit kann öo = ßi = 0 angenommen werden. Auf Grund von (3) ist 
b 1) 
)l/2 
2 | on+1 (x)-an(x)\dx=0(\)Z] (x )—o n ( x ) f dx n=l J 11=1 ( ,/ ) 
a a 
co 1 i nl-1 jl/2 oa * [Iog(«+l)] 
= = o ( i ) Z i 2 2 m H A „ = 
u=l II (A=2 J n=l u m—0 
CO * CO 
= 0 ( l ) 2 A , , r 1 ^ ¿ = 0 ( i ) a » «*>,") 
m=o n n m—0 log(ll+l)S:)ll 
woraus sich durch Anwendung des B. Levischen Satzes die Gültigkeit von (2) 
in [a, b] fast überall ergibt. 
Notwendigkeit, Wir nehmen an, (3) sei für eine Zahlenfolge {a1c} nicht 
richtig und werden dann eine Orthogonalreihe mit den Koeffizienten alc kon-
struieren, die fast überall nicht |C, l | -summierbar ist. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit kann ah = 0 0 ( ¿>16) und [a, 6] = [0,1] 
gewählt werden. Es seien blt rationale Zahlen mit bk = 0 ( 0 ^ k ^ 16), 0 <0 , = 
= h—ai^kk~2 (k> 16). Da 
Bm = (¿4„+1 + • • • + b\m n)1/2 Am (m = 0,1,...) 
gilt, so ist nach (3) 
(4) = 
111=4-
Wir definieren zwei Folgen von natürlichen Zahlen {Af(,u)} (1 = M ( 0 ) < 
< - - - < M ( f i ) < - - - ) und {«z(,«)} ( O s m ( f t ) s 3 ; f t = l ) 2 , . . . ) mit der folgenden 
2) [log (« + 1)] bezeichnet den ganzen Teil von log( / ! - | - l ) -
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Eigenschaft: für jede natürliche Zahl ,« ( ^ 1 ) gilt 
•l.l/(/i-l)-l /00-8 
(5) 4 2 ; D m m £ B. 11M . 
Es seien nämlich M(0) = 1, M ( l ) = 3 und //z(l) = 0. Offensichtlich 
bestellt dann (5) für ,« = 1. Es sei ferner /u„ ( ^ 1 ) eine natürliche Zahl. Wir 
nehmen an, M (,u) (0 /t ^ ,«„) und m(,u) ( 0^ /« ( , « ) ^ 3 ) (1 is ,«„) seien 
schon derart definiert, daß (5) für /.t = 1 , . . . , ,u0 besteht. Wegen (4) ist 
OD 
2 Bm = oo, 
IH=>lJ/i(jUo) 
daher gibt es einen Index w z ^ o + l ) (0 ^ i n ( f i 0 1) g 3), so daß 
CO 
£ B4:V.Un{M.\) = OO j/=JT/(/u0) 
ist. Es sei M f a + l ) ( s M ( , h 0 ) - | - 2 ) die kleinste natürliche Zahl, für die 
4Mmo) -1 jUOM-D-2 
4 £ Bm ^ £ B.iv lm(M.L) 
«i=4 v=M(ii„) 
gilt. Dann ist (5) auch für ^=¿ /„ -1 -1 erfüllt und damit die Folgen {M(p)} 
und {m([i)} mit den erwähnten Eigenschaften durch Induktion definiert. 
Für jedes ^ ( ^ 1 ) wird die Menge der Indizes 4M(,«— 
4(M(fi—\)+\) + m(fi),..., 4(M(fi)—2)+m([i) m i t / ( , « ) b e z e i c h n e t u n d / » 
bedeutet die Menge der Indizes m, für die 4 M ( . w — l ) ^ f f l < 4 M ( f t ) und 
m$J'([i) erfüllt sind. 
Es wird nun ein im Intervall [0,1] orthonormiertes System von Trep-
penfunktionen C\(x) ( k = 0 , 1 , • . . ) und eine Folge von einfachen Mengen 
/ > ( £ [ 0 , 1 ] ) (/w = l , 2 , . . . ) definiert,3) für welche die folgenden Bedingungen 
erfüllt s ind: 
Die Mengen / > sind stochastisch unabhängig und für jedes f-i gilt 
(6) - mes (/>) = ! * ) ; 
die Abschätzung 
(7) l h m + l 10, m + 1 (x ) \ + . . . + ö 2 „ 1 + 1 1 ( x ) | ][2Bm ( O s x g l ) 
3) D. h. für jedes 0k(x) kann das Intervall [0,1] in endlich viele Teilintervalle zer-
legt werden, derart, daß <I>k(x) in jedem Teilintervall konstant is t ; jede Menge ist die 
Vereinigung endlich vieler Intervalle. 
4) Mit mes ( / / ) wird das Lebesguesche Maß der Menge H bezeichnet. 
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besteht für jedes in (=^4); ferner gelten die folgenden Beziehungen: 
(8) b,m+11 <K„+i (x)| + • • • + b2,n+, | %n,A(x) | = j/2 Bm (x 6 Fy.; /72 6 J'(,«)), 
(9) ( x ) ( x ) = 0 ( x ^ F y - k ^ l , 2m</i,/<2"!+1, /72 6J'(,«))> 
außerdem 
(10) (x) = 0 (x £ / v ; 2M < A ^ 2"'+1, //2 6 7 " (,«))• 
Es seien 0 A (x) = /\(x) (£ = 0 , . . . , 16 = 2L1'№>), wo / \(x) = sign sin 2kjvx 
die Ar-te Rademachersche Funktion bedeutet. Diese sind Treppenfunktionen 
und bilden in [0,1] ein orthonormiertes Funktionensystem. 
Es sei .«o ( i ^ l ) eine natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß die Treppen-
funktionen ®i,(x) (0^/f<2 I ' "( ' J"-1}) und die einfachen Mengen F^ (1 ^ ^ ^ 
= !«o—1) schon definiert sind, derart, daß diese Funktionen in [0,1] ein 
orthonormiertes System bilden, die Mengen F i , , . . , F^- i stochastisch unab-
hängig sind, die Abschätzung (7) für m = 4 , . . . , 4M(,«o—1) — 1 und die Be-
ziehungen (8)—(10) für , u = 1, . . . , ß o — 1 erfüllt sind. 
Dann kann das Intervall [0,1] in endlich viele Teilintervalle /(/-) 
(1 s i r s i p ) eingeteilt werden, derart, daß in den einzelnen Teilintervallen /(/') 
jede Funktion i>fc(x) (0 ^ k ^ 24'v^° konstant ist und jede Menge / y 
(1 = = ,i'o—1) die Vereinigung einiger /(/-) ist. Mit / '(/ ') bzw. /"(/ ' ) werden 
die zwei Hälften des Intervalls /(/') bezeichnet. Wir schreiben die rationalen 
,2 
Zahlen \ ( 2 , " < ^ 2 f f l + 1 ) 4 M ( 1 u 0 - l ) § m < 4 M ( № ) ) als Brüche natürlicher 
Bm b2 p 
Zahlen mit gemeinsamem Nenner auf: = , . und teilen jedes Intervall 
B,n <7(i"o) 
F(r) in q(po) Teilintervalle gleicher Länge: / '(/ ' , ,m0) ( l g i ' ^ ^ f i o ) ) . Es sei 
(11) * = 2 2 /"m(x; /'(/ ', 2, ,U0)) 6) üi. ,.=1 »=Psm+1+...-H'/l_i+l 
für 2"l<k^2m+1 mit m (,«o). Ähnlich teilen wir auch jedes Intervall /"(/•) 
in g(,«o) Teilintervalle gleicher Länge: /"(/•, /, ,«0) ( l ^ / ^ g ( , « o ) ) und setzen 
(12) = 2 /"4* ; / " ( / - , / > 0» 
ö/t »'=1 i=P2„lHl+...+j),£_i+l 
6) Ist / = [ * ; , u] ein endliches Intervall und / ( x ) eine in [0,1] definierte Funktion, s o 
sei / ( x ; für A<X<v und / ( * ; / ) = 0 sonst. Offensichtlich gilt für jede in 
[0,1] quadratisch integrierbare Funktion f ( x ) und g(x): 
» l 
J7(*; I)g{x\ I)dx- -mes (/) | /(x)*(x)rfx. 
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nach Weglassen der endlich vielen Punkte zurückbleibt, in welchen die Funk-
tionen (/h-(x) (2[Mu'""l) <k^k 2*I,,/M) verschwinden. 
Offensichtlich sind die Funktionen 0,,(x) Trep-
penfunktionen, die Menge F,H ist einfach, die Funktionen 0k(x) 
^ 2 - i b i l d e n in [0,1] ein orthonormierles System und die Mengen 
Fu ..., F,h sind slochastisch unabhängig. 
Da die Intervalle / ' ( / ' ) paarweise disjunkt sind und die Beziehungen 
mes(/ '( /•)) = 4 -mes( / ( / • ) ) Q), mes(/(/•)) = 1 
Z I = I 
definitionsgemäß gelten, ist 
e I e 1 
mes (/>„) = £ mes (/'(/•)) = ^ - £ m e s ((//•)) = — ; 
also wird (6) auch für ¡¿ = t*0 erfüllt. 
Es sei m £/'(,"<>). Ist x £ (0,1), dann gilt x £ / '(/ ' , /, ,«<)) bzw. x £ /"(/ ' , i, ,«o) 
nur für ein gewisses r und /. Nach (11) b z w ^ (12) ist dann die Summe 
V u I r A ™ + i ( * ) ! + • • • + I ö > 2 » + i I g ] e i c h . | r m ( x ; / ' ( r , /, i'o))| ]f2Bm 
bzw. = 0 . Somit besteht (7) für m Ç j ' Q i 0 ) . Ähnlich kann eingesehen werden, 
daß (7) auch für besteht; also gilt (7) für jedes /H = 4M(1M„—1), 
, . . . , 4 M ( f i o ) — 1 . 
Ist x £ F;Jo, dann gilt x £ /'(/•, /, .«o) nur für ein gewisses r und /. Dann 
folgt für m£j'({-<o) aus (11) und aus der Definition von />„ 
Ô2,„+11 R Z W W I + - - - + 1 ( X ) | = F 2 B m I / ' M ( X ; / ' ( / " , i, f,•„))I = F 2 ß „ . 
Also ist (8) für [i = [¿o erfüllt. 
Es sei 2m<k^2'n+1 mit m Nach (11) ist 0k(x) =)= 0 nur in der 
Menge lu = U U /'(/ ', i, M ferner gilt n f i = 0 für 2'" <k,l^ 
g 2m + 1 ,k=f=l, also ist (9) für = № erfüllt. 
Es sei 2 ' " < / I < 2 " " 1 mit m £/"(,«<,). Nach ( 1 2 ) ist <Z>A(X) = 0 in der 
8 
Menge U / ' ( / • ) ( 2 />,,), woraus ( 1 0 ) für FT = folgt. 
i-=i 
Vollständige Induktion ergibt sodann ein unendliches Funktionensystem 
{ ^ ( x ) } und eine unendliche Mengenfolge {/>} mit den erwähnten Eigen-
schaften. 
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Es sei x ^ F y und Af (,«—-1) g ^ < Af(,w)—2. Dann ist 
(13) 
24i'+«i(/1) 
2 9 7 
24r+m(rt 1 _ 24(1'+!)+«.(fi) 1 J k h C h ( x ) S-R. 
Wegen x£Fß folgt aus (10) <Ph(x) = 0 (Ar = 24,'+,"M+1 + l , . 2 4 ( 1 ' + 1 ) + " « ) 




24(R+L)+™M + ] J BL' CP'> ( * ) 
Da x^Fy und Av -f m(,«) £/ ' ( ,«) gelten, folgt 
24l'+m (/i) H 
(15) 
2 4 ( ^ 1 ) + ™ W + 1 J t h 0 h № 2 
= Z [ l - 24^+l7+mW_pi J ^ I 0I<(X)\ 
auf Grund von (9). Aus (14) und (15) folgt durch einfache Rechnung 
2 t>h\®l;(x)\: 
Da x £ F ß und 4v + m(f.i) £ J ' (ß ) , ergibt sich auf Grund von (8): 
(16) 
Einfache Rechnung ergibt 
5 ]/ 2 yg Biv+m^). 
/ ?=s l6 
1 
24(1'+1) \-m(ji) —4 
bei Beachtung von (10) und (7) folgt daraus 
Ii— 2"!+l 
(17) I L 
24r 
4Jl/((i-i)-l r-1 
24j,/('1~1) 2 ßm + 2 2 2 
9H=4 '47+»i(/t) 
A 20 
298 К. Tandori 
Aus (13), (16) und (17) ergibt sich somit 
„V(ji)-2 
£ I dWv+l)\m(W (X) — (7*4)' Hiifri) (x) | =g 
7'=.U(ft-l) 
= f 2 Tr —2 2 2 2"ß.u,.m(ll) — 
^ ' 4J/(fJ-l)-l -V(/0- 2 , \ 
- £ 2 i . 
m=4 7'--.lf(/i-l) 6 J 
Es gilt aber 
2 9 5 2 2'"fiiM„,((1) = 
' Jlff/xJ-3 | | 
= 2 • ß-«+M(/-t)2" 2 = . K 2 ß l'J' I Hi(u) 
i=jl/(fl-l) ,/=(+1 z 1 0 , / = ^ - ! ) 
und ' 
(2°) 2'1"(/t »15-
Ч е Н ] l 16 
Aus (18), (19) und (20) folgt daher, daß 
ад-2 
£ I °Vi(v+l) HII(U) ( X ) — 0'*.|JM-M(/J) ( * ) I = 1'=Л/(/1-1) " 
— 2 ßiv+m(ii) 5- £ &.] V о r=M(u-1) о w=4 J 
für x £ gilt. Auf Grund von (5) ergibt sich, daß 
(21) £ |<ü(rti)w(«)W-<4r+»>(u)(x)| s - L - £ BM (x с F,L) г—Л(р-1) " J 111=0 
für jedes besteht. 
Aus der stochastischen Unabhängigkeit der Mengen F]L folgt wegen (6) 
durch Anwendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas mes ( l im /> ) = l . 





£ \0*n+1(x)—0*(x)\2: £ \°:+l(x)~ri(x)\^ 
n = 0
 ) l = s
4,V(u-l)fin(u) 
= £ lö^Kr+iHiiiooOO—ö*4,,+,„(u) (x) | s —- £ Bm. 
1'—J/(/i-l) " O JH=0 
Ist x € lim so gilt diese Abschätzung für unendlich viele /<., und mithin 
fl-b CO 
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gilt wegen (4) 
CD 
(22) ( x ) - Ö : ( X ) [ = O O , 
1 1 = 0 
also ist (22) in [0,1] fast überall erfüllt. 
Mit a**(:>c) wird das /z-te (C, 1)-Mittel der Orthogonalreihe 
a> 
bezeichnet. Nach der Definition der Konstanten ck gilt 
CO OD 
2 (4»+i - i — i - d M T ^ 2 ci < <*> • 1)1=0 " it=0 
Auf Grund der Hinlänglichkeit der Bedingung (3) ist also 
CO 
(23) 2 K i O O - t f . * ( x ) | < ~ «=0 
fast überall in [0,1]. Mit on(x) wird das n-te (C, 1)-Mittel der Orthogonal-
reihe 
CO 
(24) 2 ö / . 0 , . ( x ) 
bezeichnet. Da 
CO CO CO 
2 1 ö„+i (x)—ä„ (x) I ̂  2 1 00—On (x) I — 2 1 00—(7** (x) I 
?i=0 n = 0 «=<J 
ist, folgt aus (22) und (23), daß die Orthogonalreihe (24) in [0,1] fast über-
all nicht | C, 1 |-summierbar ist. 
Damit haben wir unseren Satz vollständig bewiesen. 
(Eingegangen am. 22. März 1960) 
